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摘要： 如何极小化含高阶项的能量代价函数，近两年引起了计算机视觉界的高度重视，相关工作在计算机

视觉三大国际会议（ICCV，ECCV， CVPR）及主流刊物上有不少报道。本文对此进行了一些简单介绍，以

期对读者有一些帮助。 
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Abstract: Recently, how to minimize the higher order potentials becomes a hot topic in computer vision, which is 

witnessed by the numerous publications in recent computer vision conferences ( ICCV, ECCV, CVPR) as well as 

in major computer vision journals. This note is a short introduction to its current development, and could be of 

reference to the interested reader. 

 

 

在计算机视觉中，很多底层视觉问题都可以归结为求解一个马尔可夫随机场最大后验概率模型。根据

Markov-Gibbs 等价关系，此模型经常用如下的一个能量极小化模型表述 
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其中 C 称作 clique，|C|称为 clique C 的阶，表示 C 中包含节点的个数。当 | | 3C  时，该模型即称为高

阶能量模型。 

目前较成熟的算法主要集中在求解当 | | 2C  时的pairwise模型。求解这类模型的方法大致可分为两类：

从组合优化入手的 Graph Cuts 算法和以消息传递为途径的 BP 和 TRW 算法[1]。近几年来，随着各种有效算

法的不断提出和完善，如 -expansion、Loop BP、TRW-S 等，这类概率模型被广泛地应用于计算机视觉的

各个领域，诸如图像分割、立体匹配、图像去噪、视频合成等。可以说，这一优化框架和求解算法的出现，

在这些领域内产生了变革性的推动作用。其效率和效果都远远超出了之前算法所能达到的程度。 

显而易见的是，这种 pairwise 模型无法表达更为复杂的统计信息及先验知识。众多的实验表明[2-22]，

通过在能量函数中引入高阶项，可以更合理、精确地描述问题，从而使实验结果比传统的低阶能量函数得

到的结果有很大的改善。基于此，寻求更复杂的高阶能量函数的优化算法，成为了一个自然的选择。 



   “世上没有免费的午餐”。引入高阶项的同时，也带来了求解的困难。Kolmogorov[23]指出，对于任意一

个函数 f: Ln→R 当且仅当它的所有的二元投影函数都是 submodular，函数 f 就是 submodular。当且仅当函

数 f 为 submodular，可以在多项式时间内求解。这一结论在理论上给出了能量函数可用 Graph Cuts 求解的

充分必要条件，并为高阶能量函数的优化提供了可行途径。 但问题是多数高阶能量函数都非 submodular，

特别是计算机视觉中许多重要的高阶约束，如共面性约束等[2,8]。寻求高阶能量函数的普适求解算法并不

是一件容易的事情。目前人们关于高阶能量函数优化的研究主要集中在构造有用的 submodular 高阶能量函

数类和针对一些特殊的 nonsubmodular 高阶能量函数设计有效求解算法上。 

Kohli[2]利用文献[23]的结论，构造了一类特殊的任意阶次的 submodular 能量函数。该类能量函数可利

用   swap 或  -expansion 在多项式时间内求解。作为该类能量函数的一个特例，文献[2]给出了
np  

Potts model 作为 Potts model 的推广。文献[3]通过引入一个截断参数 Q，将
np  Potts model 推广为 Robust 

np  model，并给出了用 move making 进行近似求解的算法。Rother[5]通过截断的方式得到 nonsubmodular

项的近似 submodular 表达，然后进行最小化。尽管求解时每次迭代并不能保证得到全局最优解，但在

nonsubmodular 项较少时，这一算法可以得到比较好的近似解。 

鉴于具体视觉应用的能量函数的高阶项具有“稀疏性”，即高阶项仅有少量的label可以使其获得较小的

能量，这一性质可以用来缩小变量的搜索空间，从而大大降低求解的复杂度。Rother[6]利用高阶项的这个

特性通过线性包络约束变量取值，仅需添加少量的辅助变量，可将高阶能量项转化为等价的二次函数QPBF

（Quadratic Pseudo-boolean Function），从而可以用message passing或graph cuts进行优化。Kohli[7]提出了高

阶能量项的一种新的表示方法—将其表示为线性函数的上下包络，从而为高阶能量函数及其对应的Gibbs能

量模型的求解提供了一个统一的框架。其线性函数的下包络可以通过添加少量的辅助节点从而转化为

pairwise能量项；而上包络求解则较为困难，文献[7]提出了一种新的message passing算法对其进行求解。Lan[8]

也从“稀疏性”出发，利用BP来求解高阶能量函数。他们采用了一种自适应状态空间来控制复杂度，从而

大大减少了消息计算和消息传递，使BP算法用来求解高阶能量函数成为可能。Potetz [9]针对一类高阶能量

优化问题，使用变量替换，将高阶项转换成低阶。同样利用“稀疏性”的特点，通过自适应直方图，约束

变量搜索空间，提高了BP的运算效率，使算法复杂度由原来随着clique规模增大呈指数增长降低为线性增长。

Tarlow[10] 构造了两类新的高阶能量函数，通过精心设计消息更新策略，从而得到了更加高效的BP求解算

法。 

带约束的二标记问题在图像分割等领域有着重要的应用，但其中很多都是 NP-hard 问题。文献[11,12]

分别考虑了其中的两类。文献[11]将带有连接性约束的 MAP-MRF 问题转换为线性规划松弛问题，并基于多

面体组合理论构造了相应的求解算法。虽然该算法[11]是针对一类特殊的高阶能量函数提出的，但其思想也

可以推广到任意高阶能量项的求解问题。文献[12]针对带有标记数量约束的二标记问题，基于图分解和动态

规划，构造了 DD（decompose dynamic）算法。该算法可以在多项式时间内得到原问题的 近似解。 

QPBO[14]（quadratic pseudoboolean optimization）作为一种二标记问题求解算法，不仅能够有效求得

submodular 问题的最优解，对于 nonsubmodular 问题，也能得到部分变量的最优解。Kolmogorov [14]通过

对强联通子图进行拓扑排序来选择最小割，使其标记尽可能多的节点。Rother[15]给出了两种方法：QPBOP

和 QPBOI。QPBOP 利用“试探”的方式，保持解的最优性的同时逐步确定剩余未知变量。QPBOI 从任意的

能量开始，通过利用 QPBO 算法迭代，保证每次迭代能量值不增。文献[17]利用分层的 OPBOI 求解基于条
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件随机场构造的高阶能量函数，从而使得光流计算从传统的局部光流一致性假设提升到局部仿射不变性假

设。Woodford [16]针对含有二阶平滑项的能量优化问题，结合 QPBO 和推广的 -expansion 算法构造了效

率较高的求解算法。 

Ladicky[18]提出了关联层次网络模型(Associative Hierarchical Network)作为关联马尔科夫网络模型

(Associative Markov Network)在高阶情况下的一个自然推广。该模型将多个层级下（如像素级、分割区域级）

的特征计算融合到同一个模型框架中。在文献[19]中，Ladicky针对这一模型构造了一种基于Graph Cuts的快

速近似求解算法。该算法对于非常高阶(甚至上万阶)的clique也可以适用。 

    最近提出的基于对偶分解的能量优化框架[20][21]也是一个值得关注的方向。该框架将一个复杂的高阶

MRF问题的拉格朗日对偶问题，分解成相对简单的子问题（slave 问题），通过协调各子问题，得到原问题

的近似解（master 问题）。文献[22]将这一优化框架用来处理高阶能量优化问题，并针对一类高阶能量函数

（pattern based energy），构造了基于消息传递的有效算法。这一个框架，为高阶能量优化提供了一种可能

的有效途径。 

尽管到目前为止，高阶 MRF 优化方面的研究已经取得一些进展。但总的来说，这方面的工作还刚刚起

步。已构造 submodular 高阶能量函数，形式都比较简单，还远远不能达到对很多视觉底层问题进行有效描

述的要求。而所谓的 nonsubmodular 有效求解算法也都是针对少数特殊的 nonsubmodular 问题给出的。已

提出的一些高阶能量优化问题的求解框架也不够完善。所以一般性的高阶能量函数优化问题仍然是一个极

具挑战性但具有重要的意义的研究方向，已引起了越来越多的研究者的重视。在 2011 年 CVPR 上亦有多篇

相关文章被录用[24-28]。期待在不久的将来，针对高阶 MRF 能量优化能够有进一步突破性的工作出现。 
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